XLII. 
Grundideale von Kreiskörpern. 


Es sei m eine natürliche Zahl, die im folgenden stets beibehalten 
wird. Ist æ ein Divisor von m, so soll mit 
ca 
der Inbegriff aller ganzen rationalen Zahlen bezeichnet werden, welche 
relative Primzahlen zu m (also auch zu a) und = 1 (mod. æ) sind. 
Dieser Inbegriff besteht aus p (m) 


(a) 
Klassen (mod. m), und diese Klassen bilden eine Gruppe, welche 
selbst mit sa bezeichnet werden soll. 
Hiernach ist &l der Inbegriff aller relativen Primzahlen zu m, 
welcher aus (m) Klassen besteht. Ebenso ist em die Hauptklasse. 


(em, £a) = em, (sa, el) = ọ (a). 


Sind a, b Divisoren von m, c ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches, 
d ihr größter gemeinsamer Teiler, also ab = cd, so ist 
ed das kleinste gemeinsame Vielfache der G b 
ec der größte gemeinsame Teiler De TRENN N 
ed = 80-5b, 
ec = sa| eb, 
wo | das Zeichen für den größten gemeinsamen Teiler von Gruppen 
ist. Ist H irgendeine in s1 als Teiler enthaltene Gruppe, so ist 
das kleinste gemeinsame Vielfache aller in H enthaltenen Gruppen 
von der Form sa selbst eine solche Gruppe d, wo d der größte 
gemeinsame Teiler aller æ. Diese Zahl d heißt der Exponent der 
Gruppe H. Also: Ist a teilbar durch d, so ist sæ in H enthalten; 
ist æ nicht teilbar durch d, so ist za nicht in H enthalten. 


Es sei # eine primitive Wurzel der Gleichung #4” — 1; K (m) 
= R(9) sei der durch 0 erzeugte vollständige Kreiskörper vom 
Grade p(m); dieser gehört zur Gruppe em = 1 (mod. m). 
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Es sei & ein Divisor von K (m), zur Gruppe H gehörig und 
vom Grade n = (H, el). Durchläuft h alle in H enthaltenen £ m 


Klassen, so ist Ka = ne a) 

die in & irreduzibele Funktion von x, welche für x — 0 verschwindet, 
und das Grundideal von K (m) in bezug auf Q ist (~ bedeutet: 
assoziiert mit) 

~ f' (0) = II(0 — 0") ~ IM(1 — 0—1), mit Ausschluß von 
= 1 (mod. m). 

Jeder Faktor (1 — 0*—1) ist nur dann keine Einheit, sondern Faktor 
einer in m aufgehenden natürlichen Primzahl p, wenn der kleinste 


Nenner des Bruches ir eine Potenz von p ist; und zwar ist gleich- 


zeitig (Modul-Bezeichnung) 


1 
I. = = [š] mit 1— 05-1 a pre), 8 > 0, 


Nun sei m’ der größte durch p nicht teilbare Divisor von 
m =m p; k>0. 
Damit eine Zahl % der vorstehenden Bedingung genüge, ist erforderlich 


h = 1 (mod. z = mp), h— 1 = um H- ’, 
wo, wenn s > 0 ist, u nicht teilbar durch p; d.h. h muß eine 


Zahl der Gruppe & = sein, also ein Element des größten gemeinsamen 


Teilers 
m 
= Ale 
Q de 
der Gruppen H und nt es_sei 
qs en (e m, Q,) 
der Grad von Q,. Es darf aber h nicht = 1 (m mod. — = = 5 2} 
7 p° 


also nicht in & ze enthalten, also keine der q,_ı Zahlen in Q,-1ı 


sein. Mithin ist ,— qs—ı die Anzahl der obigen A, und folglich 
ist der betreffende Faktor von f'(#), welcher nur Faktoren von p 
enthält, 


dim de , Gdi 


nur. aa 
~ p9) ọ (p?) 


nn RS .. - 
ọ (p?) po) . 


- 
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Offenbar ist 


Qo = em = 1. 
Der Grad der Gruppe En ist 


Ei T P L AO AE TE ASNE 
p(2) A, 
p je nachdem s < k oder s = k. 


Also ist q, Divisor von p’, wenn s < k, und q, Divisor von ọ (p*®). 
Außerdem ist Q, Divisor von Q, +1, also auch g, Divisor von q, 41. 
Ferner ist 


GE 


q (H, HE”) = (em, Q) (0n 2) = (em s7) = p (p") 


p’ BB). 
VNA, aia a AR i OL A 
Pl NR «lie Man. Dan m \ 
(4:7) (Br: 5) (Be) 
a Dr i lae rg 
p(P*) (2:2) 1 (H,em) 
p 


Ist & der Körper R — K(l) der rationalen Zahlen, so ist 
H = el die Gesamtgruppe, mithin Q, = € end und 
| uueg) 
p (p=) 
= 
ga =) - IT= pP" — pi I(r’), 
K-1 — R-2 = ' Re AR = (PN), a2 — -s = pP); 
4-9 = P— 1 = o(p), 
und folglich wird 


8 


2 1 
ER ER a 


p—1i — p 9-1 


der betreffende Faktor des absoluten (d. h. nach R genommenen) 
Grundideals von K (m). 
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Wenn & und H wieder die allgemeine Bedeutung haben, so ist 
daher 


a ee I RT 
Pe ESE PUE EPO TENT APT 
PR Eh; Aeee de PEN. 

= p Pa 2 př— 1 p (p*) 


Te Kae: REN BARS 
aa), eo) 
= p pê = p p® 
der betreffende Faktor des Grundideals des Körpers Q nach R. 


Da alle & 5 Teiler der Gruppe & 2 —sm sind, so ist Q, auch der 


p* 


gr. g. T. von H, & > und sm’, also auch Q, der gr. g. T. von Q; 


m 
und & ==, 


Ist y ein Charakter der Abelschen Gruppe &l, so soll w, die 
Gruppe aller derjenigen Elemente r von &l bedeuten, für welche 
y(r) = 1 ist, und unter dem Exponenten von 4 soll der Exponent 
der Gruppe p, verstanden sein. 

Ist H irgendein Teiler von el und (wie oben) & der zugehörige 
Körper vom Grade n = (H, el), so ist n die Anzahl aller derjenigen 
Charaktere %, deren Gruppen W, Vielfache von H sind. 

Es soll das Produkt der Exponenten dieser n Charaktere % 
oder vielmehr die höchste in demselben aufgehende Potenz von p 
ermittelt werden. 

Es sei y einer dieser n Charaktere und sein Exponent = m” pt=®, 
wo m” nicht teilbar durch p, also Divisor von m’, und 0 < s < k. 

Dann ist sm” p*-® Teiler von y, also auch &m'pt-: = = 


p 
Teiler von %,; also ist auch H i5 Teiler von p, 


Umgekehrt aber, wenn H Fr Teiler von y, so ist der Exponent 


von »), ein Divisor von 5 und die höchste in ihm aufgehende Potenz 


von p ist Divisor von pf=®. 


www.rcin.org.pl 


— 405 — 


Nun ist (He et) die Anzahl aller dieser %, also ebenso 


(A E a, & 1) die Anzahl aller y, deren Exponent höchstens durch 
p*-°-1 teilbar ist, also (Bez ei) _ (H: Ft E 1) die Anzahl 
derjenigen y, deren Exponent die Potenz p*-° genau enthält. 
Nun ist 
m m 
fe D E (H, Hez) H:—, e1) en 
mm 
un 
m p(P*) 
q (H, He) = EN 
P p (PTS 
folglich 
o) (g, ™ ) ( m pP) 
8—,.l\—=ng„ (Hs—,sl\= n 
Tour, ze), 
| — 29: nge 
BEW pe) 
je nachdem 
tur << Klee Keh. 
s0 is 
1 Er — SGA Anzahl der y, in deren Exponent der Faktor p, 
Ndr—2 Ngk- i p 
pr=? pri ” N LE » ” ” ’ 
n n 
k-1 7 = 2) nn» » ” FRE ol 
n 
k n = n 7852 n ” 2 ” p* 
Also 
EE ER A ro Wiese. ( eg Be ge) 
A BE = Bar ed, P Ri o). 


Mithin ist dies Produkt aller Exponenten der n Charaktere» 
des Körpers Q zugleich die nte Potenz des Grundideals von 8, 
d.h. = + Grundzahl von Q, w. z. b. w. (Norm des Grundideals.) 
Erläuterungen. 1. Ist die Gruppe H von Elementen Ah irgend- 
ein Teiler der Gruppe e1, so ist. 
(H, e1) 
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die Anzahl aller derjenigen Charaktere y der Gruppe el, welche 
Multipla des identischen (oder Haupt-) Charakters der Gruppe H sind, 
welche also für alle Elemente } der Gruppe H der Bedingung 


v(h) = 1 
genügen; oder mit anderen Worten: (H, el) ist die Anzahl aller der- 


jenigen Charaktere %, deren Gruppen %, Vielfache von H sind, also 


der Bedingung 


(vo H) = 1 
genügen. f 


2. Ist a (wie auf S. 401) irgendein Divisor von m, und sa wieder 
p (m) 
(a) 


zahlen zu m und zugleich = 1(mod.«) sind, so ist die Aussage 
(H, sa) =1 (also ea Teiler von H) 


gleichbedeutend damit, daß der Exponent d der Gruppe H ein 
Divisor von « ist. 


die Gruppe von 


Klassen (mod. m), deren Zahlen relative Prim- 


3. Speziell bedeutet also die Aussage 


(Po 2a) = 1, 
daß der Exponent des Charakters y (d.h. der Exponent der Gruppe %,) 
Divisor von « ist. 


4. Das System der beiden gleichzeitigen Aussagen 
Wo H) = 1, (Yo £a) = 1 

ist gleichbedeutend mit der einen Aussage 

(d,; Hsa) =]; 
diese letztere bedeutet also, daß erstens % ein Multiplum des Haupt- 
charakters der Gruppe H [also v(h)—= 1 für alle A], und daß 
zweitens der Exponent von ein Divisor von a ist; zufolge 1. (wenn 
dort H durch H sa ersetzt wird) ist 

(Hza,el) die Anzahl = f(a) 

aller dieser Charaktere. \ 


5. Bedeutet daher, wenn « irgendein Divisor von m, und H 
eine feste Gruppe ist, 
f (a) 


die Anzahl aller derjenigen Charaktere y der Gruppe 1, welche 
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Multipla des Hauptcharakters von H sind, und deren Exponent 
= @ ist, so ist die über alle Divisoren d von a erstreckte Summe 


> f (d) = (H sa, sl) = f (a) 
und folglich umgekehrt 


TOSS (2) (Hed,el)= >) f(d), d alle Divisoren von a, 
wo n die Funktion von Mertens-Cantor bedeutet. 


6. Das Produkt der Exponenten aller Charaktere y, welche 
Multipla des Hauptcharakters der Gruppe sind, und deren Anzahl 
zufolge 1. —= (H, e 1) ist, ist daher das über alle Divisoren æ von m 
ausgedehnte Produkt 


Maro, 
7. Setzt man 
n-— (H; e1), 
so ist 
n = (H, Hea)(Hsa,el); (Hea, e1) = Hra 
ferner ist i 


(H, H éa) = (H, ea) = (H | £a, £a), 


wo A| B allgemein den größten gemeinsamen Teiler der Gruppen A, B 
bedeutet; immer ist (A, B) = (4, A B) = (4| B, B). Ferner ist 


(em, £a) = m = (em, Hlea)(Hlza, ca); 


bezeichnet man daher 
i (em, H|ea) = t (a), 
welches der Grad des größten gemeinsamen Teilers H |æ der beiden 
Gruppen H und sa ist, so wird 
1 n 
Hl\sa, sa g (m) H ca, £1) = — o (a)t (a) = f (a). 
Bea so) = Pray | ) = m Para) = o 


Außerdem ist 
As Ash u . 9m) _ 
g (m) = (em, £ 1) = (em, H)(H, £ 1) = (em, H)n; ern (em, H). 
8. Es werden nur noch solche Charaktere Yy der Gruppe e1 
betrachtet, welche Multipla des Hauptcharakters der Gruppe H sind, 


also der Bedingung (Y, H) = 1 genügen und deren Anzahl = n 
—= (H,s1) ist. 
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Ist nun p eine in m aufgehende natürliche Primzahl und 
m = m'p, k>0, m’ nicht teilbar durch p, 
so ist 


(Bent) w0<s<k, 


die Anzahl derjenigen Charaktere y, deren Exponenten Divisoren von 
m 


— = à — $ 
pnp 
sind. Also 
(Hem', el) Anzahl der %, deren Ex- 
ponenten Divisoren von m’ == f(m’) 
(Hem’p, el) Anzahl der y, deren Ex- 
ponenten Divisoren von m'p = f(m p) 
(H em' p’, 1) Anzahl der y, deren Ex- 
ponenten Divisoren von m'p? == f(m p?) 
(Hem p*—1, 1) Anzahl der y, deren Ex- 
ponenten Divisoren von m'p*k—1 = f (m #1) 
n — (H m'p, el) Anzahl der y, deren Ex- 
ponenten Divisoren von m' pt =m | = f(m p*) = f(m) 
= (H em, el) 
in UN 
Also ist 


(Hem p, el)—(Hem‘, el) Anzahl der y, deren Exponenten den 
Faktor p, nicht den Faktor p? enthalten, 

(H em' p°, £1) — (H m'p, el) Anzahl der y, deren Exponenten den 
Faktor 9°, nicht den Faktor p? enthalten, 


ar TE ne et A Er EEE aa Be A BEE Id re a u ET e 


(H em p*, e1)—(Hem'p*-!, £1) Anzahl der p, deren Exponenten 
den Faktor p*, nicht den Faktor p*+! enthalten. 
Mithin ist der Exponent der höchsten im Produkte der Exponenten 
aller n Charaktere y aufgehenden Potenz von p 
= {(H m p, €1)— (H £ m', el)} + 2 {(H e m' p°, e1)— (H em’ p,£1)} 
+ eee + k ((H e m g, 81) — (H s m' pr-1,21)) 
= k(H, € 1)— |(H em', €1)+ (Hem p, £1) + --- + (Hem p- £1)} 


s=k—1 


= kn— D f(m p). 
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Es ist aber 
(H, £1) = (H, H è m p) (H em’ p, € 1) = (H, e m p°) f (m p°), 
also wird der Potenzexponent von p 


lz s=k—1 l 
ea, — ee ln 
> (H, em p) | 
Es ist aber 
(H, em’ p°) = (H |e m p, e m' p°), 
also 
m, H | em p) (H, em p’) — emp) — om) _ g(r) 
iR Keh EN N py(m pP) Y(P)' 
und 
tr em Bien) 
(H,sm) , po) 


Also wird der obige Potenzexponent von p 


_ „flp (em, Hjem) *& (em, H| em P) 
= a g (p°) = e DRAA 


Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung. 


Es handelt sich um eine Anwendung der in XLI entwickelten allgemeinen 
Begriffe, 

Der hier für den Kreiskörper gegebene Führer-Diskriminantensatz — Dar- 
stellung der Diskriminante als Produkt der Führer (Exponenten bei Dedekind) 
der Charaktere der zugehörigen Klassengruppe — ist im allgemeinen Fall der 
relativ-A belschen Körper auf zwei verschiedene Arten erbracht: mit traaszendenten 
Methoden (Heckesche L-Reihen mit Größencharakteren) und arithmetisch unter 
Benutzung des Umkehrsatzes der Klassenkörpertheorie (vgl. den Bericht von Hasse, 
I, II; Jahresber. d. d. Math.-Ver. 35 und Ergänzungsbd. VI). 

Das Analogon für Galoissche, nicht Abelsche Körper hat neuerdings 
E. Artin aufgestellt (Journ. f. Math. 164 (1931)). 

Noether. 
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